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Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R continue e derivabili in
N =]a− r, a[∪]a, a+ r[
e tali che f(a) = g(a) = 0.
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Prendiamo un punto b ∈ N tale che b > a. Per il teorema di
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Quando passiamo al limite per b→ a+ essendo a < x¯ < b si
ha che e` anche x¯→ a+. D’altra parte per ipotesi abbiamo




esiste e vale `. Ne segue che esiste
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Il teorema di de l’Hospital da` soltanto delle condizioni suffici-
enti per l’esistenza del limite del quoziente f/g. Puo` accadere
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In modo analogo si dimostrano versioni del teorema di de
l’Hoˆpital nelle seguenti situazioni:
• per lim
x→a f(x) = limx→a g(x) = ±∞ oppure limx→a g(x) = ±∞
• per f, g definite su intervalli illimitati si possono consid-




Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:




Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),
• strettamente convessa se per ogni x1, x2 ∈ I x1 6= x2 ed
ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) < (1− α)f(x1) + αf(x2).
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Le funzioni concave ribaltano la proprieta`, il loro grafico giace
al di sopra della corda. Definire le funzioni concave e` dunque










La funzione f : I → R con derivate prima e seconda continue
e` strettamente convessa se e solo se risulta f (2)(x) > 0 per




Diremo f ha un punto di flesso in x0 se esiste un intorno
completo I(x0) di x0 tale per cui:
• f e` strettamente convessa se x < x0 e strettamente con-
cava se x > x0,
• f e` strettamente concava se x < x0 e strettamente con-

























Se x1, . . . , xn sono n numeri strettamente positivi diremo:
• media aritmetica di x1, . . . , xn :






• media geometrica di x1, . . . , xn :









• media armonica di x1, . . . , xn :

















H(x1, . . . , xn) ≤ G(x1, . . . , xn) ≤ A(x1, . . . , xn)
Dimostrazione. Poniamo zi = lnxi dalla convessita` di e
x
segue che:
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exp zi = A(x1, . . . , xn)
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, . . . , 1
xn
)
= G(x1, . . . , xn)
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Consideriamo una funzione convessa che sia derivabile in
tutti punti interni all’intervallo I in cui essa e` definita e da








Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• f e` strettamente convessa;




Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
• f e` strettamente convessa;
• f(x2) > f(x1) + (x2 − x1) f ′(x1) per ogni x1, x2 ∈ I .
Corollario




















• x2 + x ∼ x per x→ 0
• x2 + x ∼ x2 per x→ +∞
• sinx ∼ x per x→ 0
• lnx ∼ x− 1 per x→ 1
• ln(1 + x) ∼ x per x→ 0












= ` ∈ R \ {0}










= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.










= ` ∈ R \ {0}
In tal caso scriveremo f  g per x→ x0.
Si usa anche la notazione f = O(g)
Ad esempio
• 1− cosx  x2 per x→ 0
• sin 3x  x per x→ 0
• √1 + 2x2  x per x→ +∞




Diremo che f e` o-piccolo di g per x→ x0 e scriveremo f = o(g)
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Si dice anche che f e` trascurabile rispetto a g per x→ x0
Osservazione
f = o(1) e` equivalente a lim
x→x0







• x2 = o(x) per x→ 0
• x = o(x2) per x→∞
• 1− cosx = o(x) per x→ 0




(a) f = o(g), g = o(h) =⇒ f = o(h)
(b) f1 = o(g1), f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)
(c) f1  g1, f2 = o(g2) =⇒ f1f2 = o(g1g2)







































1 + x+ x2













































ex − 1− x = limx→0
x2
x2
2
= 2
